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Trigonometrik Doniisiimlerin Fiziksel Yorumu

Giris

Cogumuz, trigonometrik dontisim formdillerini aklimizda tutmakta gugliik ¢ekiyoruz. Ancak her seyin
bir kolay yolu var. Trigonometrik donisiim formillerini ezberlemek yerine istediginiz her zaman

kolaylkla formilleri kendiniz de ¢ikarabilirsiniz.

Oakroadsystems.com sitesinden Tirkceye cevirdigim bu yazi, donlisim formillerinin mantigini ve
basit bir sekilde nasil ¢ikarildigini anlatiyor.

ingilizce kaynakta anlatilanlara gére déniisiim formiillerine farkli bir bakis acisi getiren W.W. Sawyer,
kitabinin Mathematician’s Delight (1943; 1991 Basim Penguin Books) 15inci boéliminde olayi
actklamustir.

Onemli Uyari: Orijinal metinlerin yazdirilabilir formata donistirilerek ya da pdf dosyasi
olusturularak ve referans belirtilmeden paylasiimasi, yazar tarafindan telif hakkini ihlal olarak
nitelendirilmistir. Ancak, elinizdeki bu dosya bir ceviri niteligi tasidigindan ve orijinal metinlerin
sayfasi, kaynakcada referans olarak gosterildiginden bu dosya icin telif hakki benim tarafimdan
serbest birakilmigtir. Tirkge metinler kopyalanabilir, paylasilabilir, yazdirabilir.

Birim Cemberin Yorumu

WY dizlemi ilk 6nce birim cemberden baglayalim.

Birim ¢emberin yarigapinin 1 birim  oldugunu
disinirsek, ¢cember (zerinde segilen A noktasinin x
ekseni Gzerindeki iz dusimi x=cos(@)ve vy ekseni

x diizlemi .. .o P . .

T Uzerindeki iz dusimi ise y=sin(a) olacaktir. Pisagor
teoremini hatirlarsak: bir dik l¢gende birbirine dik
kenarlarin kareleri toplami hipoteniisiin karesine esittir.
O halde;

Y2 = cosx? ® + i "®ar ©
bagintisi yardimiyla R=1 oldugunu géz 6éniinde bulundurarak;
CEicr @ +i'@ar e =1
oldugunu buluruz. Buradan istedigimizi cekerek farkl varyasyonlar elde edebiliriz.

Bu denkleme numara vermiyorum c¢lnkid asagida bu formali kullanmayacagiz, ancak bu
formili ¢ikaramayani ise almazlar séylemis olayim :)
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Toplam ve Fark Formiilleri

Sinls ve Cosinis:

Simge listemizi de verdikten sonra cebrin temeli sayilan Gstel ifadelerin 6zelliklerini hatirlayalim.
e = s d (1)
()0 = o (2)

Euler donisimdi, lise egitiminde gosterilmediginden ve Euler 6zelligi ¢cok uzun oldugundan yalnizca
asagidaki formiiliin bilinmesi yeterlidir. Buna gore € exponansiyel bir ifadeyi temsil eder ve degeri
yaklasik olarak 2,718281828 dir. Bu degeri ve e*'li ifadelerin ¢6ziimiiniibu konu cergevesinde
bilmeye gerek yok. " ifadesine ait bilmemiz gereken tek sey asagidaki denklem ile ifade edilebiliyor
olmasidir. Bunun disinda bu ifadeyi sabit bir sayiolarak ele alip Ustel ifadelerin 6zelliklerini
uyguladigimizda ulasmak istedigimiz sonuca zorlanmadan erismis oluruz.

i+ DQp=Q @ (3)

Bu denklemde i kompleks sayinin imajiner yani sanal eksenini gosteriyor. Bu ifadenin asagidaki
ifadeye esit oldugunu unutmayin.

B= 1 (4)

Bu bilgiler zor diye diisinmeyin; zaten bunlar kullanmayacagimizi, sadece Ustel ifadelerin ve
karmasik (kompleks) sayilarin 6zellikleri ile Euler denklemini bilmemiz gerektigini soylemistim. Simdi
baslayalim.

3 numarali denklemde x=A+B yazarsak denklem asagidaki forma gelir:

cosd+6 +@nod+o =D

Bundan sonra 1 numarali 6zelligi kullanarak e™*® ifadesini ¢arpim bigimde ayirirsak (€' e®

carpani 3 numarali denklem 6zelliginden faydalanarak kompleks sayi olarak yazarsak:

) ve her

PO = RO = G5+ RO GEIS + Rind
acilimini elde ederiz. Bu agilimda birinci parantez e ifadesinin, ikinci parantez ise e® ifadesinin Euler
ozelligi kullanilarak karmasik sayilarda gosterimidir. Denklemleri toparlayarak tek bir satirda gérmek
istersek;

cosO+6 +@NO+6 = (Ei0.c6i6 ("00.i"00 + Qi'd.CEi6 + & 0.0

Reel (Gergek) kisimlari reel kisimlar ile, sanal (imajiner) kisimlari sanal kisimlar ile esitleyecek olursak
(6rnegin: a+bi= 7-9i esitliginde a=7 ve b=-9 dur) asagidaki denklem takimlarini elde ederiz.

cos(A+B) = cos A cos B - sin Asin B (5)

Trigonometrik Fonksiyonlarin Fiziksel Yorumu — 25 Mart 2010



sin(A+B) = sin A cos B + cos A sin B (6)
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Benzer yol izlenerek x=A-B yazilirak ¢dziime gidilirse asagidaki fark formiilleri elde edilir.

cos(A-B) = cos A cos B + sin A sin B (7)
sin(A-B) = sin A cos B - cos Asin B (8)
Tanjant:
e n L x _ 1®(0+0)
OWE O+ 0 = w755+ (9)
i (0 + 0)

Esitligini hatirlarsak buradan tanjant toplam ve fark denklemlerini elde edebiliriz. Az 6nce
buldugumuz sin(A+B) vecos(A+B) esitliklerini bu denklemde yerine koyar ve gerekli islemleri yaparsak;

OEO + 0EOD

Ot 0+ 0 = R (10)
1 oGE0.00E0

Benzer yol ile

LAY AL

e . WEO OuEO
0 0 O = ————— (11)
1+ GEO.QUEO

hesaplanabilir.
Yarim Ac¢i Formiilleri

5, 6 ve 10 numarali denklemlerde B=A yazilirsa sirasiyla;

Gii 2.6 = Giicfd ("@4PO = 2.G8i 6FB

("® 2.0 =2.0"€0.68i 0

. 2.00E0

oE 2.0 = s
1 oEx<“o

1=1 2.i"@ufd

Bu konu Uzerinde fazla durmayacagim, ¢linki bu sitenin amaci disina ¢ikmis olurum. Sadece olayin

0z0inl kavramaniza yardimci olmaya c¢alisiyorum.

Ters Doniisiim (Carpimdan Toplamaya Doniisiim) Formiilleri

Burada, kasith olarak ters dontisim formdillerini 6nce yaziyorum. Clnki aslinda dontisim formdlleri,
ters donisim formiillerinden elde ediliyor. ingilizce de "product to sum" olarak gecmesine karsin
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Turkceye cevrilirken anlami degistirilmis; dolayisiyla sanki ters donisim formilleri, donisim
formillerinden elde ediliyormus gibi hava uyandiriimis.

Bana kalirsa, akilda daha rahat kalmasi agisindan ters donilisim formiillerine "carpimdan toplamaya
donisim" veya kisaca "carpim-toplam doniisimi"; digerine de tersini demek daha dogru olur.

5 ve 7 numarali denklemler taraf tarafa toplanirsa;

cosd+6 = (Eib.CEi6 ('Q5.i00  (5)
+ cosd & = CEiO.CEI6+ (@000  (7)

cosO O +cosO0O+0 = 2.08i0.08i0

Sonug sadelestirilip diizenlenirse asagidaki denklem elde edilmis olur.

T T

; w ;o 1 o 2 o P
10.uzi0 =>coso O + cos(0 + 0) (12)

5 ve 7 numaral denklemler birbiri ile toplanmak yerine birbirinden ¢ikarilirsa;

cosd+ 06 = c5i0.08i6 1"©0.i"©6 (5)
Cos® & = (EiD.CEIO+I0D.100  (7)

coso O CoOsO0O+0 = 2.i"©0.i"®0

ve denklem dlizenlenirse;
["©0.i"806 = 5C0s0 O  cos(0+0) (13)
elde edilir.

6 ve 8 numarali denklemler benzer islemlerden gecirilirse asagidaki esitliklere ulasilabilir.

("©0.08i6 =-sin0+06 +sin(d 0) (14)
GEi0.i@ =-sind+6 sin(® 6) (15)

Doniisiim (Toplamdan Carpima Doniisiim) Formiilleri

Eger 12, 13, 14 ve 15 numarali denklemlerde;

buradan da;
u=A+B ve v=A-B yazilabilir. Degisken donlisiimiini uygularsak denklemler asagidaki forma gelir.
., 0+0 o
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7 , ¥ O+

AR AR 2.1@07” 9 2> (17)
/e y re \ re + Ty
|@0+190=2.|©%. 102—U (18)
7 e y 7 e \ ’ e Tror '+

(@0 190=2|©%. 102—U (19)

iste trigonometri bu kadar basit.
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Kaynakc¢a

Orijinal metin: Trig without Tears Part 7, 25 Mart 2010, http://oakroadsystems.com/twt/sumdiff.htm

Ceviri: Salih Onur ZORLU, 25 Mart 2010, http://www.inkibikke.com/trigonometrik-donusumlerin-
fiziksel-yorumu
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